8 Langen, Flacheninhalte, Rauminhalte und Naherungsverfahren

8.1 Rahmenrichtlinien - Baustein ,,3.3.8 Langen, Flacheninhalte, Rauminhalte und

Naherungsverfahren“

Zur Inhaltsberechnung von ,gekriimmten” Figuren und Kérpern bendtigt man Néherungsverfahren.
Diese sollen exemplarisch erarbeitet werden, um fiir spezielle Fldchen und Kérper geschlossene For-
meln zu entwickeln. Dabei werden Grundvorstellungen vom Grenzwert ausgebaut. Bei weiteren Be-

rechnungen soll der sachgerechte Umgang mit einer Formelsammlung geschult werden.

Die Formeln zur Berechnung von Kreisflache und Kreisumfang werden durch ein geeignetes Nahe-
rungsverfahren zur Bestimmung von © gewonnen. Fir mindestens einen Korper wird die Formel zur

Volumenberechnung durch eine Treppenkdrperannaherung hergeleitet.

Formeln fur Teilfiguren und Teilkdrper sollen dariiber hinaus exemplarisch entwickelt werden. Fir wei-
tere Inhalts- und Volumenberechnungen gentigt der Ruckgriff auf eine Formelsammlung. Die auftre-
tenden Formeln enthalten in der Regel Terme mit mehreren Variablen; variantenreiche Anwendungen

sollen den Umgang mit solchen Termen festigen.

Bei unregelmaRigen Figuren oder Kérpern muss man sich in der Praxis mit Abschatzungen begntgen.

Dies soll an geeigneten Beispielen geubt werden.

Inhalte und Verfahren Hinweise

Bestimmung von n VERNETZUNG
Herleitung der Formeln fir Flacheninhalt und Appr_oxmgtlon, Grenzwert, lteration
U 4 Krei Ahnlichkeit (3.3.3)

miang eines Kreises Monte-Carlo-Methode

entwickeln mindestens einer Volumenformel Langen, Flacheninhalte, ... (3.2.6)
. , Von der Konstruierbarkeit ... (3.3.5)
Berechnungen an Zylinder, Pyramide, Kegel Bogenmaf (3.3.9)

und Kugel Dichte, Auftrieb

Berechnung von einfachen Teilfiguren und

o DIDAKTIK/METHODIK
Teilkérpern

Instabilitat bei numerischen Verfahren

Abschatzung der MaRzahlen unregelmaRiger| Funktionen mehrerer Veranderlicher, z. B. V(r, h)
Kérper Festigung der Termkompetenz

Darstellung von Kdrpern ERWEITERUNG
Prinzip von Cavalieri

Kreisquadratur
Moéndchen des Hippokrates u. a.
Historisches zu nt

(aus: Niedersachsisches Kultusministerium: Rahmenrichtlinien fir das Gymnasium, Schuljahrgange 7-10, Mathematik. Hanno-
ver 2003, Seite 34)
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8.2 Unterrichtseinheit ,,Langen, Flacheninhalte, Rauminhalte und Nadherungsverfah-

ren“

Eine Unterrichtseinheit, die den Kern des o0.g. Bausteins vollstdndig behandelt, Moglichkeiten zu den
Erweiterungen anbietet und grafikfahige Taschenrechner (GTR), Tabellenkalkulation (TK) oder Ta-

schencomputer (TC) verwendet, wird vorgestellt.

Zunachst werden Naherungsverfahren am Beispiel der Ermittlung der Zahl n durchgefihrt und an-
schlieRend auf die Volumenberechnung mithilfe von Treppenkérpern Ubertragen. Hierbei sollen
Grundvorstellungen vom Grenzwertbegriff auf- und ausgebaut werden. Es folgt die Berechnung von
einfachen Teilfiguren und Teilkdrpern. En passant wird eine Formelsammlung erstellt und dabei der

sachgerechte Umgang mit Termen getibt und gefestigt.

Interessante Aufgabenstellungen werden in Form von Arbeitblattern aufbereitet, die sowohl in Schi-
lerhande gegeben werden kdnnen als auch als Vorlage fir eine Lernwerkstatt geeignet sind. L6-
sungshinweise, die sich auf die Nutzung unterschiedlicher Hilfsmittel beziehen, werden in den Ergan-
zungen gegeben. Im Sinne eines Minimalkonzeptes stitzt sich die Unterrichtseinheit auf den Einsatz
eines GTR. Vertiefungen und Erweiterungen mit einem CAS und der Einsatz einer Tabellenkalkulation

werden angesprochen und dargestellt.

besondere Materialien/Technologie: Dauer der Unterrichtseinheit:

e GTR, CAS, Tabellenkalkulation ¢ 16 Unterrichtsstunden

Gliederung

8.2.1  Bestimmung der Kreiszahl r 261
8.2.2  Exemplarische Herleitung der Volumenformel fiir den Kegel 267
8.2.3  Berechnungen an Fldchen und Kérpern 269
8.2.4  Anlagen: Ergdnzungen und Lésungshinweise zu den Arbeitsbléttern 283
8.2.5 Literatur 297
8.2.6  Kontakt 297
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8.2.1 Bestimmung der Kreiszahl

Zahlreiche Probleme fiuhren auf den Flacheninhalt eines Kreises. Beispiele dafir sind: Flachenverglei-
che, Querschnittsprobleme, Kugelstolianlage, Verkehrsschilder, die je nach Interessenschwerpunkt

ausgewahlt werden kénnen.

Im Rahmen eines realen Modells beschrankt man sich zunachst auf den Einheitskreis, dessen Fla-
cheninhalt, eben &, zu bestimmen ist. Der Flacheninhalt eines Kreises mit Radius r wird danach tber
Ahnlichkeit bestimmt. Ein erster, leicht nachvollziehbarer Einstieg ist die In- und Umbeschreibung
durch Quadrate mit dem Ergebnis 2 < © < 4. Im weiteren Verlauf sollte nach Moglichkeit ein numeri-
sches Verfahren und ein weiteres Verfahren behandelt werden. Hier werden die Eckenverdopplung
und das Rechtecksummenverfahren unter Einsatz des TI-83 und der TI-92-Familie vorgestellt. Als op-
tionaler Zusatz bieten sich weitere Verfahren wie Kastchenzahlen, Gitterpunkte, Auswiegen und Mon-

te-Carlo-Verfahren, das hier exemplarisch dargestellt wird, an.

1. Stunde

Die Motivation zur Flachenberechnung wird entsprechend der Lerngruppe gewahlt. In dieser ersten
Stunde sollte eine grobe Abschatzung des Flacheninhaltes des Einheitskreises mithilfe von zwei
Quadraten erfolgen. Die Schulerinnen und Schiiler sollten eine erste Strategie zur Verbesserung des
Verfahrens entwickeln. Als Naherungsverfahren bietet sich auch das Rechteckverfahren an, das dann
in der folgenden Stunde erarbeitet wird. Vorher wird geklart, dass der Flacheninhalt eines beliebigen

Kreises mithilfe der Ahnlichkeit hergeleitet werden kann.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die Berechnung des Kreisflacheninhaltes wird der Umfangsbe-

rechnung aus zwei Griinden vorgezogen:

e nergibt sich direkt als Flacheninhalt des Einheitskreises

e der Einstieg Uber das Rechteckverfahren ist einfacher als

das Eckenverdopplungsverfahren.

Der Kreisflacheninhalt fir Kreise mit beliebigen Radien kann

tber Ahnlichkeitsbetrachtungen hergeleitet werden (siehe kreisstreckung.geo).

Vernetzung: Baustein 3.3.3 (Ahnlichkeit)
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2. Stunde

Mithilfe eines Arbeitsblattes berechnen die Schilerinnen und Schiler den Flacheninhalt des Einheits-
kreises durch Bestimmung der Obersumme und der Untersumme bei einer Unterteilung in 5 Teilinter-
valle. In einer zweiten Phase werden die Erkenntnisse von funf auf m Streifen Gbertragen und die Be-
rechnung beispielhaft flr verschiedene m vom Taschenrechner durchgefiihrt. Das angegebene Pro-
gramm in den Ergdnzungen (Anlage 4) ermdglicht die grafische Darstellung der Rechteckstreifen und

kann zur Vertiefung und zur Veranschaulichung benutzt werden.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Bei der Berechnung der Rechteckh6hen miissen die Kenntnisse Uiber den Satz des Pythagoras reor-

ganisiert werden.

Mit dem Rechteckverfahren werden zum einen propadeutisch Grenzwertbetrachtungen initiiert und
zum anderen eine ausbaufahige Grundlage zur Einfihrung des Integralbegriffs gelegt. [Das Pro-
gramm in den Ergdnzungen ist fir beliebige Grenzen und fir beliebige (streng monoton fallende)

Funktionen geeignet.]

Vernetzung: Baustein 3.3.5 (Von der Konstruierbarkeit zur Berechenbarkeit)

3. - 5. Stunde

Nach Aufstellen einer Formel zur Berechnung der Kreisflache anhand eines Naherungsverfahren wird
nun eine Formel zur Berechnung des Kreisumfanges mithilfe des bekannten , Tortenmodells® plausibel
gemacht.

An dieser Stelle sind drei Varianten denkbar.

Variante A

Ein zweites Naherungsverfahren wird direkt fir die Herleitung der Formel des Kegelvolumen mithilfe

eines Treppenkoérpers durchgefihrt.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Diese Variante ist fir schwachere Lerngruppen geeignet, oder sie ermdglicht andere Schwerpunktset-
zungen.
Zur Festigung und Vertiefung der Naherungsverfahren bieten sich Varianten an, zwei davon werden

naher dargestellt.
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Variante B: Eckenverdopplung nach Archimedes

In einem Arbeitsblatt werden verschiedene Iterationen zur Berechnung des Umfangs ein- und um-
beschriebener Vielecke angegeben. Eine entsprechende Kurzanleitung (GTR und TC) flr die Schle-
rinnen und Schiiler zur selbststandigen Umsetzung (Anlagen 5 + 8) und Lésungshinweise fir die Lehr-
kraft (Anlagen 6 + 7) sind in den Erganzungen zu finden.

Zur Veranschaulichung des Verfahrens und zur gleichzeitigen Erweiterung der Methodenkompetenz

kann auch ein Excelarbeitsblatt dienen (Anlage 9).

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die zum Verfahren dargestellten Arbeitsauftrage bieten die Moglichkeit zur Betrachtung von numeri-

schen Instabilitaten.

Der Vergleich der unterschiedlichen lterationsterme zeigt die Notwendigkeit eines vertieften Verstand-

nisses von Termstrukturen. Die Sinnhaftigkeit von Termumformungen wird deutlich.

Vernetzung: Baustein 3.2.6 (L&ngen, Flacheninhalte, Rauminhalte und deren Terme)

Variante C: Monte-Carlo-Verfahren

Uber ein Arbeitsblatt wird den Schiilerinnen und Schiilern das Verfahren vorgestellt und sie werden
angeleitet, es mithilfe der eingesetzten Technologie umzusetzen. Lésungshinweise hierzu sind in den

Erganzungen am Beispiel eines GTR (Anlagen 10 + 11) zu finden.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Der Reiz dieses Verfahrens liegt in der Vernetzung mit den entsprechenden Aspekten der Stochastik
(u. a. Betrachtung von Haufigkeiten, empirisches Gesetz der groRen Zahlen). Im Gegensatz zu den

bisher dargestellten numerischen Verfahren erhalt man keine Intervallschachtelung fur .

Vernetzung: Baustein 3.2.1 (Daten und Prognose)

263



Bestimmung von &t

Numerisches
Naherungsverfahren

Rechteckssummen

GTR/CAS

Aufgabe

Nahere den Flacheninhalt des Viertelkreises mithilfe

von Rechtecksstreifen an. Wahle 5 Streifen. (Zerlege

das Intervall [0;1] in 5 Teilintervalle.)

Fille die Tabelle aus.

Entwickle eine Methode zur Berechnung der Héhe

der Rechtecksstreifen (Hinweis: Zeichne Radien ein

und berechne die H6hen der entstandenen rechtwink-

ligen Dreiecke mithilfe des Satzes von Pythagoras).

Untersumme Us

Stitzstellen

Hohen der
Rechteckstreifen

Flacheninhalt der
Rechteckstreifen

Summe aller
Flacheninhalte

Flacheninhalt des
Kreises

Obersumme Os

Stiitzstellen

Hohen der
Rechteckstreifen

Flacheninhalt der
Rechteckstreifen

Summe aller
Flacheninhalte

Flacheninhalt des
Kreises

Vermutlicher Flacheninhalt des Einheitskreises:
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Bestimmung von &

Numerisches Archimedes

Naherungsverfahren (Eckenverdopplung) GTR

Auch Archimedes versuchte © mithilfe des Einheitskreises zu bestimmen. Hierzu ging er von regelma-
Rigen einbeschriebenen Vielecken aus und bestimmte die Umfange dieser Vielecke, um sich so dem
Kreisumfang zu nahern. Bei fortlaufender Verdopplung der Eckenanzahl und der Hinzunahme um-
schriebener Vielecke ergibt sich so eine Intervallschachtelung fur n. Die Seitenldange eines einbe-
schriebenen Vielecks wird mit s bezeichnet. Fir beliebige regelmaflige Vielecke gilt dann: Bei der

Verdopplung der Eckenanzahl von n auf 2n verringert sich die Seitenlange von s, auf s,, mit

1. Begriinde die Gleichung. Nutze hierzu dein Schulbuch, ggf. die Schulbibliothek. Uberpriife auch

das Internet auf weitergehende Informationen, z. B. zu Archimedes.

2. Nutze die Kurzanleitung fir deinen Rechner und versuche Naherungswerte fir © zu bestimmen
(Anlage 5).

3. Fur die Seitenldnge S eines umschriebenen Vielecks ergibt sich analog die folgende Gleichung:
2
S
I+ 21 -1
2

S

n

S2n :4'

Ermittle analog zu 2) Naherungswerte mithilfe deines Rechners. Dokumentiere die Nutzung dei-
nes Rechners ausfuhrlich und gib eine geeignete Intervallschachtelung fir = an. Erklare dabei

evtl. auftretende Schwierigkeiten.

4. Firs,und S, wird nun mit folgenden lterationen gearbeitet:

— n

2
1+[S"j +1
2

se lterationsvorschriften &quivalent zu den vorher gegebenen sind. Uberpriife diese Iterationen

. Zeige entweder fir s,, oder fir S,,, dass die-

auf ihre Rechnertauglichkeit.
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Bestimmung von &

Stochastisches

Naherungsverfahren Monte Carlo GTR

Auf dem Einheitskreis geht ein Zufallsregen

nieder, wobei alle Punkte des Einheitsquadra-
tes gleichberechtigt sind. Anschlieend werden
diejenigen Punkte gezahlt, die im Inneren des
Vierteleinheitskreises liegen, und mit der Ge-

samtanzahl der ,Regentropfen® verglichen.

1. Uberlege, wie sich hieraus ein Naherungs-

verfahren fir ©t herleiten lasst.

2. Programmiere deinen Ta-

schenrechner so, dass ein

Zufallsregen von 100 bzw.
N Tropfen auf dem Ein-
: : . N = 250
heitskreis erzeugt wird.

Nutze hierzu die Funktion

.,fand“ und lege die x- und

y-Koordinaten in Listen ab.

3. Erganze das Programm so, dass es jeden Punkt prift, ob er im Innern des Viertelkreises liegt.

Lass alle so ermittelten Punkte zahlen und den so ermittelten Naherungswert fur & berechnen.

4. Beurteile das Verfahren im Vergleich mit anderen dir bekannten Verfahren zur Ermittlung von r.
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8.2.2 Exemplarische Herleitung der Volumenformel fiir den Kegel

6. Stunde

Mithilfe des Prismenvolumens sollen sich die Schiilerinnen und Schiiler die Gleichung fiir das Zylin-

dervolumen uber eine Analogiebetrachtung klarmachen.

Die Formel fir das Volumen eines Zylinders kann durch die Einschachtelung von regelmafiigen, ein-
seitigen Prismen hergeleitet werden. Gegebenenfalls kann ein Ruckgriff auf das Eckenverdopplungs-
verfahren erfolgen. Das Naherungsverfahren fiir das Kegelvolumen verlauft in Analogie des Recht-
eckverfahren mit den Treppenkdrpern (Zylinder). Die Radien der einzelnen Zylinder ergeben sich aus
Ahnlichkeitsbetrachtungen oder Strahlensatzen. Die Teilvolumina werden mit einer Folge erzeugt,
nicht einzeln ausgegeben, sondern direkt mit einem Summenbefehl aufaddiert (Anlage 12). Durch
Vergleich eines konkreten Kegelvolumens mit dem Volumen des kleinsten umbeschriebenen Zylin-

ders erhalt man die Formel fiir das Zylindervolumen.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die Herleitung des Kegelvolumens erfolgt in direkter Ankniipfung an entsprechende Uberlegungen
zum Kreis und Zylinder. Dieses Vorgehen greift das Rechteckverfahren und die Intervallschachtelung
wieder auf. Damit mussen die Schulerinnen und Schiler bekannte Verfahren in einem neuen Zusam-
menhang selbststandig anwenden. Eine Ubertragung auf die Berechnung des Pyramidenvolumens ist
direkt moglich. In unserem Unterrichtsgang erfolgt die Herleitung der Formel durch ein Zerlegungsver-

fahren zu einem spateren Zeitpunkt.

Die relativ hohe Anzahl vorgegebener Scheiben motiviert die Nutzung der vorhandenen Technologie.

Die geforderten Termumformungen schulen die zugehdérigen Kompetenzen.
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Bestimmung des Kegelvolumens

Numerisches

Naherungsverfahren Treppenkorper GTR

Das Volumen eines Kegels soll ermittelt werden.

1. Analysiere hierzu das nebenstehende Bild und versuche

ein geeignetes Naherungsverfahren zu beschreiben.

Verdeutliche dir im Hinblick auf die Formel zur Bestim-

mung des Zylindervolumens V, =G-h= zr*-h den

Zusammenhang zwischen Zylinder und Prisma, Kreis und

Vieleck.

2. Stelle dir den Kegel zunachst aus 10 gleich dicken Schei-

ben zusammengesetzt vor und berechne den Radius und

die Hohe jeder dieser Scheiben. Wahle hierzu als Héhe H

des Kegels H = 11 cm und R = 4 cm und beschrifte das

Bild des nebenstehenden Langsschnittes.

3. Erlautere die Formel zur Berechnung des Radius der ,i- /l I\
H
H—"i I\
p S 11
ten“ Scheibe: - = : I\
e / |
1

4. Bringe die Gleichung in die Form: 7, = R-(I—Hi).

5. Bestimme eine Formel zur Berechnung des Volumens der i-ten Scheibe und berechne dann das

Gesamtvolumen des Treppenkoérpers durch Summenbildung.
6. Verbessere deine Naherung, indem du nun von z. B. 500 Scheiben ausgehst.

7. \Vergleiche dein ermitteltes Ergebnis mit dem Volumen des kleinsten Zylinders, der den Kegel ent-

halt und mache einen Vorschlag fiir eine allgemeine Formel.
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8.2.3 Berechnungen an Flachen und Koérpern

Zeitaufwand: etwa 6 bis 7 Stunden

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die Stunden sind mit Arbeitsblattern konzipiert, die ein Lernen an Stationen bzw. in Gruppen mdglich
machen. Es wurde darauf Wert gelegt, mdglichst zu jedem Arbeitsblatt einen handlungsorientierten
Arbeitsauftrag zu entwerfen. Aus den Aufgaben soll automatisch eine Formelsammlung entstehen.
Die behandelten Themen sind als Minimalkatalog zu verstehen; die jeweils 2. Aufgabe auf den Ar-

beitsblattern kann als mogliche Zusatzaufgabe dienen.
7. Stunde: Kreisteile

Die Mittelpunktswinkel sind so gewahlt, dass der Kreisbogen und die Kreisflache zunachst unmittelbar
bestimmt werden kénnen. Die Tabellen sind so angelegt, dass die Proportionalitditen A~a und b~ a
gut gesehen werden. Im unteren Teil der Tabellen kdnnen diese Proportionalititen dann angewendet

werden.

Aus dieser Aufgabe konnen anschlieRend die Formeln  —4— =% g -2 — % fir die Formel-
P2z 360 2rr 360

sammlung entwickelt werden.
AuRerdem muss an dieser Stelle auf das Bogenmal} als gleichwertige Beschreibung flir den Winkel,

abgeleitet aus der Bogenlange im Einheitskreis, hingewiesen werden: 5 :%n

Erganzungsmaterial sollten die bekannten, aus Kreisteilen zusammengesetzten Figuren sein wie auch

z. B. die Méndchen des Hippokrates.

Vernetzung: Baustein 3.3.9 (Kreisgleichungen und Kreisfunktionen)
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Kreisteile

Kreisausschnitt Kreisbo-

gen BogenmaR Aufgabenblatt 1 GTR

Aufgabe
Martin und Tina fahren Karussell, & 5
Martin auf dem Feuerwehrauto der
Innenbahn und Tina auf dem Pferd :
auf der AuBenbahn des Karussells.
Nach der Fahrt streiten die beiden
sich darum, wer schneller gefahren
ist.

a) Uberlege dir Argumente fir Tina,

dass sie schneller gefahren ist
als Martin.

b) Uberlege dir Argumente fiir Martin, dass er genauso schnell gefahren ist wie Tina.

c) Vergleiche ebenso die Geschwindigkeit des Sekundenzeigers deiner Armbanduhr mit der Ge-

schwindigkeit des Sekundenzeigers der Bahnhofsuhr.

Aufgabe

a) Bestimme die Flacheninhalte A fir die Kreisteile mit folgenden Mittelpunktswinkeln o und Radien r:

a r=2 r=5 r beliebig
A Alr? A Alr? A Alr?

360°
180°
90°
60°
45°
10
10°
120°
200°

o allgemein
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b) Bestimme entsprechend den Bogen b der Kreisteile:

o r=2 r=5 r beliebig
b b/r b b/r b b/r

360°
180°
90°
60°
45°
10
10°
120°
200°

a allgemein

Markiere in der Tabelle die allgemeine Formel fir die Flache A des Kreisausschnitts und fir den
Kreisbogen b.

Information: Die Lange des Bogens im Einheitskreis bezeichnet man auch als BogenmalR.

Aufgabe

Der 60. Teil eines Winkels von 1° wird Bo-
genminute (1’) genannt. Die zugehorige Bo-
genlange auf der Erde heil}t Seemeile (1 sm).

Wie grol} ist 1 sm in km, wenn der Erdradius
re =6371 km betragt?
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8. Stunde: Oberflache/Mantel und Volumen eines Zylinders

In der Einfihrungsaufgabe werden die Schilerinnen und Schiiler aufgefordert, ein Modell einer Dose
anzufertigen. Durch Betrachtung des Netzes ergibt sich die Formel der Mantelflache des Zylinders

M =27zrh. Weitere Aufgaben betreffen sowohl die Oberflache O=27zr(r+h) als auch das Volumen

des ZylindersV =z r? h, die der Formelsammlung zu entnehmen ist.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die Bierglasaufgabe mit ihren Termumformungen ist eine geeignete, um die Schiilerinnen und Schiiler

mit der Solve-Funktion des CAS vertraut zu machen.

Erweiterungen: Skalierung eines Messzylinders

Vernetzung: Bausteine 3.2.6 (Langen, Inhalte und deren Terme) und 3.2.8 (Rationale Zahlen)

9. Stunde: Mantelfldche/Volumen eines Kegels

Auch hier wird ein enaktiver Einstieg vorgeschlagen. Aus einem kreisférmigen Papierbogen werden

unterschiedliche Kegelmantel geformt. Aus dem Vergleich der Flachen der Kreisausschnitte ergibt

sich empirisch die Formel fiir die Manteloberfliche M = 7rs .

Didaktisch-methodischer Kommentar

Die Formel fir das Volumen des Kegels v Few 1 Fu=

1 3 FE™
- E Alaebra|Calc|0ther |PramIl|Clean Up

V= %mﬂh ist der Formelsammlung zu entnehmen.

Sie ist im Unterricht hergeleitet worden.

Bei der 2. Aufgabe besteht bei Verwendung eines

m]sF-g-h+wia,hl Do
CAS..-Recilwlners .d|e Mog”chkelz.lt, eine F'unktlon mit | solvetuig, hi =1, 9 a =%
zwei Veranderlichen einzufliihren. Die Verwen- soluetulyg. hy=1_.g97

[ETT:] DEG EXACT T FT]

dung der Solve-Funktion kann hier wieder aufge-

griffen werden.

Vernetzung: Baustein 3.2.6 (L&ngen, Inhalte und deren Terme)
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Zylinder

Oberflache, Mantel, Papier, Schere, MaRstab,

Aufgabenblatt 2

Volumen Dose, GTR
Arbeitsauftrag -
a) Baue aus einem DIN A4-Blatt ein Modell der Dose, die du hier
siehst, im Maf3stab 1:1.
b) Wie viele Quadratzentimeter Papier bendétigst du dafir mindes-
tens?
c) Begrinde, dass man zur Bestimmung der Oberflache eines sol-

chen Zylinders auch die Formel O = 2zr (r + h) nehmen kann.

Fir die weitere Fragestellung bendtigst du auch die Formel fiir das Volumen des Zylinders.

Aufgabe

a)
b)

Aufgabe

Das nahezu zylindrische Bierglas im Bild hat einen Auen-
durchmesser von 7,4 cm und eine Wandstarke von 3 mm.
Der Boden ist 1,2 cm dick, und es ist 22 cm hoch.

In welcher Entfernung von der Oberkante muss der Eich-

strich fur 0,5 | angebracht werden?

Bestimme die €-/Cent-Miinze mit dem gréfiten Volumen.

Es ist im Verkehr mit den Banken Ublich, die Minzen in Rollen zusammenzufassen und in Papier
einzurollen. Wie gro3 misste das Papier mindestens sein, um eine Rolle von fiinfzig 50-Cent-
Minzen gerade einzuwickeln?

Fir die 50-Cent-Miinze gibt die Europaische Zentralbank (EZB) eine Dichte von 8,3 g/cm?® an. Wie
schwer wiirde demnach die Geldrolle sein?
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Kegel

Papier, Geodreieck,

Mantel, Volumen Aufgabenblatt 3 Schere, GTR, CAS

Arbeitsauftrag

Schneidet euch einen Kreis mit nicht zu kleinem Radius s aus und
schneidet den Kreis langs dieses Radius auf.

Wenn du die beiden freien Kreisenden Ubereinander schiebst, so
dass s auf s* liegt, so erhaltst du einen Kegel mit einem neuen Ra-
dius r an der Grundflache. Wahle fir 6 die Mal3e aus der unten ste-
henden Tabelle und fiille die Tabelle aus.

Den sichtbaren Teil der Oberflache nennt man Mantel M des Ke-

gels; s ist nunmehr die Mantellinie dieses Kegels.

) r ris b M
330°
300°
270°
240°
210°
180°

Begriinde die folgenden Schritte zum Finden der Formel fiir den Flacheninhalt des Kegelmantels:

2717":27zs-i = £=i = M=x-r-s
360 s 360

Formuliere die letzte Gleichung in Worten.

Aufgabe
Ein kegelférmiges Sektglas hat einen oberen inneren Durchmesser von 5 cm und fasst maximal 0,2 I.

Wie hoch steht der Sekt im Glas, wenn es nur mit 0,1 | gefillt wird?

Aufgabe

Ein Sortiment von Kegeln hat eines gemeinsam: Jeder Kegel hat das Volumen V = 1 dm?.

a) Welche Grundflache G und welche Héhe h haben 8 dieser Kegel?

b) Bestimme in jedem dieser Falle G in Abhangigkeit von h und verallgemeinere den Zusammen-
hang.

c) Zeichne den Graphen der Zuordnung G — h. Auf was fir einer Kurve liegen die Kegelspitzen?
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10. Stunde: Oberfldche und Volumen von Kugeln

Alternativ zu dem hier vorgeschlagenen Einstieg kénnte die Lehrkraft auch Knetkugeln mit dem Radi-
us 1 cm mitbringen. Da bei der Berechnung des Radius eine 3. Wurzel zu ziehen ist, muss gegebe-

nenfalls ein entsprechender Hinweis an die Schilerinnen und Schiler gegeben werden. Die Formeln

zur Berechnung von Oberflache O =4m>und Volumen einer Kugel V=%m’3 werden nicht hergeleitet,

sondern werden einer Formelsammlung entnommen. Die Froschkénig-Aufgabe ist eine durchaus an-

spruchsvolle Aufgabe. Der Einsatz eines CAS ist hier empfehlenswert.

Didaktisch-methodischer Kommentar

Als Kontrolle - ob die Schiilerinnen und Schiiler bis hierhin den ,roten Faden“ im Unterricht gefunden
haben - empfiehlt sich zu Beginn dieser oder der nachsten Stunde ein Lernprotokoll. Es kdnnte fol-
gende Fragen beinhalten:

[l Was war unser Ausgangsproblem?

[l Gib ein Beispiel fur ein Problem, was du mit dem Neugelernten jetzt I16sen kannst.

[l Welche Fehler kannst du machen?

Ein Lernprotokoll erlaubt einen tiefen Einblick in den Lernerfolg der Schulerinnen und Schiiler. Es soll-

te jedoch nicht bewertet werden (Lit. [2]).
Vernetzung: Baustein 3.2.6 (Langen, Inhalte und deren Terme), Dichte

11. Stunde: Volumen einer Pyramide

Die Herleitung der Formel VzéG-h beschrankt sich auf eine Plausibilitdtsbetrachtung. Ein Schwer-

punkt der Aufgaben liegt im Zeichnen von Schragbildern.
Die Behandlung der Cavalieri-Aufgabe ist eine Erweiterung.

Vernetzung: Baustein 3.2.3 (Winkel in Ebene und Raum)
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Kugel

Volumen, Oberflache Aufgabenblatt 4

Knete, GTR, CAS

Arbeitsauftrag

a) Forme aus dem vorhandenen Material 2 Knetkugeln gleichen Volumens und bestimme ihren

Durchmesser.

b) Um wie viel gréRer wird vermutlich der Durchmesser, wenn ich die beiden Kugel zu einer zusam-

menknete?
c) Bestimme nun den Durchmesser durch eine Messung.
d) Erklare das Ergebnis.

e) Um wie viel Prozent vergroRert sich die Oberflache?

Aufgabe

Kannst du eine Korkkugel mit dem Durchmesser von 1 m tragen (pkork = 0,27 g/cm?)?

Aufgabe

Im Marchen ,Der Froschkdnig” lasst die Prinzessin
eine Kugel ,aus purem Gold”, mit der sie vorher ge-
spielt hat, in den Brunnen fallen, aus dem der

Frosch die Kugel vom Grund wieder hervorholt.

a) Schatze anhand des Bildes den Durchmesser
der Kugel und bestimme ihre Masse (Dichte:
19,3 g/lcm?3).

b) Welche Verdnderungen muisste man an der
Kugel ,aus purem Gold“ vornehmen, damit die

Prinzessin tatsachlich damit spielen kdnnte?
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Pyramide

Satz von Cavalieri,
Volumen

GTR, Kartenstapel,

Aufgabenblatt 5 Bierfilze, Miinzen

Arbeitsauftrag

Far Zylinder und Prisma kennst du die Formel V = G-h fur das Volumen. Fur Pyramide und Kegel kann

das so nicht stimmen, da sie sich nach oben verjliingen.

a) Kannst du den richtigen Faktor schatzen?

b) Im Folgenden erfahrst du, wie du ihn berechnen kannst.
Zeichne ein Schragbild eines Wirfels mit der Kantenlange a = 5 cm mit allen Raumdiagonalen.
Der Schnittpunkt der Raumdiagonalen stellt die Spitze von 6 kongruenten Pyramiden dar. Gib ei-
ne Formel fir das Volumen einer einzelnen Pyramide in Abhangigkeit von ihrer Grundflache und

ihrer Hohe an.

Aufgabe

Ein Oktaeder besteht aus 8 gleichseitigen Dreiecken der Kantenldnge a, die in Form zweier Pyrami-
den mit den quadratischen Grundflachen aneinander gesetzt sind.

a) Zeichne ein Schragbild des Oktaeders.

b) Berechne das Volumen des Oktaeders fiir die Kantenlange a = 1.

Aufgabe (Cavalieri)

Besorge dir einen Kartenstapel, einen Stapel Bierfilze oder einen Stapel gleicher Miinzen. Verschiebe
den Stapel in sich oder drehe ihn spiralig.

a) Vergleiche die entstehenden Volumina.

b) Lé&sst sich diese Erkenntnis auch auf die Pyramide Ubertragen?
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12. Stunde: Oberflache und Volumen zusammengesetzter Kérper und Teilkrper

Mit Erarbeitung des Aufgabenblattes 5 haben die Schilerinnen und Schiler alle Kérper kennen ge-
lernt. Es schlieRt sich eine Stunde mit variantenreichem Uben an. Viele der zusammengesetzten Kor-
per entsprechen unserer Alltagsumgebung. Die zweite Aufgabe (Abschatzen des Kérpervolumens) ist
sehr komplex und umfangreich. Die Abschatzungen kénnen je nach Anforderung durch einfache oder

komplizierte Kérper durchgefiuihrt werden.

Didaktisch methodischer Kommentar

Auch Zehntklassler freuen sich, wenn man Untersuchungen an Objekten vornimmt, die im Klassen-
raum vorhanden sind (mitgebrachte Korper von der Lehrkraft oder von Schilerinnen/Schilern; ggf.

Vorbereitung durch eine Hausaufgabe: Betrachte deine Umgebung mit der ,Mathebrille®).

13. Stunde: Klassenarbeit

Die vorgeschlagenen Aufgaben verstehen sich als Angebotsliste.
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Zusammengesetzte Korper

Volumen Aufgabenblatt 6 GTR, CAS, MaRband

Aufgabe 1 Kegelstumpf

Die Abbildung zeigt den unteren Stammteil einer Palmenart, der bis
zum 5. Ring einen Kegelstumpf darstellt. Der Stamm hat am Ful} ei-
nen Durchmesser von etwa 70 cm. In HOhe des 5. Ringes ist der
Durchmesser nur noch 30 cm. Die H6he bis zum 5. Ring betragt etwa &
1,10 m.

Berechne das Volumen des Kegelstumpfes.

Aufgabe 2 Partnerarbeit - Kérpervolumen

Nimm an deinem Nachbarn Mal} und versuche, das Volumen seines |

Korpers zu berechnen, indem du ihn in bekannte, geeignete Teilkor-

per zerlegst.

Aufgabe 3 Kabelrolle

Eine 30 cm breite Kabelrolle hat leer den Radius 10
cm; mit aufgewickeltem Kabel 16 cm. Das Kabel
selbst hat den Radius 0,6 cm.

a) Wie viele m Kabel passen auf die Rolle?

b) Erlautere mogliche Ungenauigkeiten bei deinem

Vorgehen.

Aufgabe 4 Bunker

Manchmal findet man noch solche Ein-Mann-Bunker aus Stahlbeton, die
im 2. Weltkrieg dem Schutz einzelner Personen dienten. Eine Stahltir
(vorn) flhrte ins Innere, und schmale Schlitze erlaubten einen Blick ins
Freie.

Der abgebildete Bunker hat einen Durchmesser von etwa 1,70 m und ist
etwa 2,60 m hoch; die Wandstarke betragt Gberall 15 cm .

Berechne das Volumen des verwendeten Betons.
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Aufgabe 5 ,Pimpel“

Ein ,Pimpel” besteht aus einer hohlen Halbkugel
mit einem angesetzten Hohlzylinder aus Gummi,
in den der Holzgriff gesteckt wird. Die Hohlkugel
hat einen lichten Durchmesser von 12 cm, der Zy-
linder ist 5 cm hoch und hat einen Innendurch-
messer von 3 cm. Die Wandstarke des Gummis

betragt Uberall 0,5 cm.

Berechne das benétigte Volumen des Gummis.

Aufgabe 6 Heilluftballon
Die Luftfillung eines HeiRluftballons von 18 m
Durchmesser wird durch einen Brenner erhitzt.
Dadurch verringert sich die Dichte der Luft von
1,2 g/dm? auf 0,9 g/dm?3.

a) Um wie viel weniger wiegt die Luft im Heil3-

luftballon als die umgebende Luft?

b) Welche Last inklusive Ballon, Hille und Korb

kann der Heil3luftballon hochstens tragen?

c) Wie viel Stoff bendtigte man zur Herstellung

des Ballons mindestens?
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Aufgaben fur Lernkontrollen

GTR

Aufgabe 1 Fahrradkette

Berechne die Lange der Fahrradkette:
e r;=3cm

e r,=8cm

e s =72cm (Abstand der Mittelpunkte der Zahnrader).

Aufgabe 2 Betonpoller

Wie schwer ist der Betonpoller der nebenstehenden Abbil-
dung? Er hat einen Durchmesser von 35 cm und ist 50 cm
hoch (Dichte: 2,3 g/cm?).

Aufgabe 3 Lampenschirm

Berechne den Materialbedarf fir den Lampenschirm:
e r;=10cm

e rp=4cm

e s=20,5cm.

Aufgabe 4 Rotation von Flachen

Das Rechteck im Bild rotiert einmal um die x-Achse, einmal um

die y-Achse.

a) Berechne Volumen und Oberflache fir beide Rotationskdr-
per.

b) Zeige: Die Volumina und die Oberflacheninhalte verhalten

sich wie a:b.

4]
V

>O’
A\

)
-
x

281



Aufgabe 5 Verkehrsschild

Berechne das Verhaltnis der roten zur weif3en Flache:
a) Durchmesser des Schildes: 56 cm

b) Breite des weilen Ringes: 1,5 cm

c) Hohe des Balkens: 9 cm

d) Breite des Balkens: 48 cm.

Aufgabe 6 Bogendreieck

Drei Kreisbogen um die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks,
wobei der Radius gleich der Seitenlange ist, bilden ein Bogen-
dreieck. Berechne den Flacheninhalt, wenn die Seitenlange
des Dreieckes 16 cm betragt.
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8.2.4 Anlagen: Ergdnzungen und Lésungshinweise zu den Arbeitsbléttern

Anlage 1

Losungshinweise zur Bestimmung von 7t

Numerisches

Niherungsverfahren Rechteckssummen TI-89/Voyage 200

Die Berechnung der Flacheninhalte von Rechteckflachen fur groRere Streifenzahlen soll dem Rechner
Ubergeben werden. Dazu muss die Berechnung der Hohe der Rechtecke mithilfe des Satzes von Py-
thagoras durchgefuhrt werden.

Hinweise zum Rechnereinsatz

(am Beispiel der Obersumme Os und Untersumme Us)

T1 89 (entsprechend T1 92 PLUS, Voyage)

5 STO» m Belegen der Streifenzahl m (im Home-Editor)

Erstellen einer Liste Apps 6 (Data/Matrix Editor) 3 New

ctl: seq(n,n,0,1,1/m) Berechnung der Stitzstellen im Intervall [0;1], Schrittweite 1/5
c2: V(1-c172) Hoéhe der Rechteckstreifen

c3: c2*1/m Flacheninhalt eines Streifens

c4: sum(c3 Obersumme (Viertelkreis)

c5: 4*c4 Obersumme des Einheitskreises

c6: c4-1/m Untersumme (Viertelkreis)

c7: 4*c6 Untersumme des Einheitskreises

m=5 (und m=500)

FIrT  Fo ]'F: Fiy Irs -'E-—]'F.'-‘ FI-] F: Ir: F4 Irs TBAFT FLI-]_ F: Tr: Fa Irs TEAFP
Tools|Flob fetu-|CelT|Heads | Ca1c]ikiT| R ak Tools|Flok febus|Cell Headsr |Calc| BT kak Tools|Flok Zeku=|Cell|HeadsF|Calc|Rki1[ikak
AT |z—zte [~—hoe. |strei.. ATy [z—ste. [~—hoe [strei.. DAY |zx—=zte  |~—hoe. [ztrei..

oz [ cl [ cl ]

1 Izl 1 L2 1 [A] 1 L2 é EI2 19793 .295':5.
o .2 La7ag |, 19555 z . 2 L9798 [ 19556 . . | z
s [ LALEu], 155 3 L3 - FLEn], THAS A N Fld1-0  F L-A
1 [E .z 1E 1 [ . L€ 1 £ =2 16

= T.1. ~ = 1-C1 ) Coogz. /T
ﬁnlw 59‘:"-”’.’;"__: I=|-|Iﬁ|1 2 - "F':]JHI: T T AT A FYEGIOTE FUNE
TEH: F‘I-:-I:F.'L'-ttuﬁl.tr-z::l1 Haflllizlir].trislchl!iiﬂ.‘iﬁ:?:lt [TEH:]P'I-:-EHUP]-EFQ%ITHefilniier]cFus:lc]-llrlg;srl:-?ul:T ]
bATY [=t~e:. |o—vie.|1—0be.. PATA [q—obe. fu-vie.|n—-unt..

[l =< [wta] cE o

1 .2 C25a%E| T 43T 1 3. 1455|. 73437
z2 « 13596 2
5 [i133a m=500 | =
4 g 4

= Arlcy=3.13748747700z
ﬁa:cl}*q‘ YEGIUTH FURC ZEHH DEGAFFRON FUMC
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Anlage 2

Losungshinweise zur Bestimmung von «t

Numerisches

Niherungsverfahren Rechteckssummen TI-83
TI 83
5 STO» M Belegen der Streifenzahl M (im Home-Editor)

Erstellen einer Liste

L1="seq(n,n,0,1,1/M)*

L2=J(1-L112)*
L3="L2*1/M"
L4(1)=sum(L3)
L5="4*L4"
L6="L4-1/M"
L7="4*L6"

STAT 1: Edit

Hobhe der Rechteckstreifen

Flacheninhalt eines Streifens

Obersumme (Viertelkreis)

Obersumme des Einheitskreises

Untersumme (Viertelkreis)

Untersumme des Einheitskreises

Berechnung der Stitzstellen im Intervall [0;1], Schrittweite 1/M

Die Anfiihrungszeichen (L1=") sichern die Wiederholbarkeit der Kopfbefehle in den Listen. Der sum-

Befehl funktioniert nur innerhalb der Liste (L4(1)), er muss bei der Anderung von m immer neu einge-

geben werden.

Wl w JLz wJLz  wdi] Lz w JLz= &L Y
0 i .Z i .z T
Z EL ] LT ;7o | 19505
h mipcz | 1833 Aigcz | 1B3E
B B T B 18
B B Az B Az
i i i i 0

L1 ="seqin.nH: 1] Lyiti==umcl =20

Alternativ kann im Home-Editor vorgegangen werden am Beispiel der Obersumme und Untersumme

far M=5:

3 COSUTETTETD
(L3 2 (AN azraasazo
LM = .
0592622072 |sumcL3)Z1AM
n=
3457048525 | qang- BD72022072

e
2. 6378453329
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Anlage 3

Losungshinweise zur Bestimmung von «t

Numerisches

Niherungsverfahren Rechteckssummen Sharp EL-9900
EL 9900
5 STO» M Belegen der Streifenzahl M (im Home-Editor)

Erstellen einer Liste
In L1: seq(X,,0,1,1/M)*
In L2: V(1-L1%)

In L3: L2*1/M

In L4(1): sum(L3)
In L4(2): 4*L4(1)
In L5(1): L4(1)-1/M
In L5(2): 4*L5(1)

STAT A: edit list

Berechnung der Stitzstellen im Intervall [0;1], Schrittweite 1/M
Hohe der Rechteckstreifen

Flacheninhalt eines Streifens

Obersumme (Viertelkreis)

Obersumme des Einheitskreises

Untersumme (Viertelkreis)

Untersumme des Einheitskreises

£: L& L3 Mo |5 LS E: LE
i 0.z i [ 0, BEOzE: DUNH-Fe
0.879785 |0, 195060 4 0, 198858 3 437049 | 2. 637043
09165150, 183302 z 0, 1BEE0E | —m—————— ] ——————
0.8 .16 L] .16
0.6 0.1z 5 [
0 ] & [

eqatEalala 1M sumiL3 )

Alternativ kann im Home-Editor vorgegangen werden am Beispiel der Obersumme und Untersumme

fur M=5:
(o= Ansxd
T 3 . 43T7A458829
sumtLE>—1-+M
Ansd 8. 8yazeLzeT A, E5926220T
Z. 437848529 | Ansxd
Z.63TAE4E829
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Anlage 4

Losungshinweise zur Bestimmung von «t

Numerisches
Naherungsverfahren

Rechteckssummen

Voyage 200

Visualisierung der Rechtecksflachen fiir die Untersumme und Obersumme

Mithilfe eines Programms (prount) kdnnen die Rechtecke der Untersumme gezeichnet werden:

1 Fzr Frv | Fa*|_FE FE+
|~r E Corntrol |IKIII|Uar*|Fir'|d... M-:udeT ]
=Brnuntth,b,n)
i Pram
iLocal h,i
ith—grsn+h

tFor i,0,n-1

iLine at+ixh,0,a+ivh,fiatixh .

iLine a+§1+i}*h,ﬂza+(1+1}*h,fia+(1+1}*h
iLine atixh,fia+ii+1rkhi, atCit]ish, fia+]
i+1 askh

'EndFor

TRIN RAD AUTO FUNC

1°™_Fer Fx

F

q FEw |_FE™
» g |20 | THace |Regraph |Math |Or-zaw

T‘FFP ‘:;p EE{:E

MAIN EAD AUTO FUHL

1 Fer _[Fae(Fu='_f5 FE™
[fr ETD:-nt“cnl[I <C|War|Find.. Hn:u:IeT
TErooEersta, o, it

H M

ELE-:I bial

fib—aloh

ClrGraph

: Graph Etxhl

i 1.1, 7= . .

=E?ﬁe a+i¥h, 1, ati®h, fiat *h .

tLine a+ii+likh, 0, arC+1ikh, fiatithy
iLine a+ith,foatixhr, a+rii+Lloweh,f us+isho
:ErcF o

1CdMi-am

MAIN FAD ALTO FUMC

F:

[TE EAF:IEJNTTP-EC-E'TEE';;EPHTH

Fiv | F&+ FF
=tk DrauTi

;;DTF{E *

f/_/{—”

/

y

)

\

— —
HMAIM FAD ALTO FLUHC

Das Programm kann im HOME-Editor folgendermafien aufgerufen werden:

V(1-x12) STO» f(x)

prount(0,1,5)

Enter

Hierbei ist die linke Grenze a = 0, die rechte Grenze b = 1 und eine Unterteilung in 5 Teilintervalle vor-
gesehen. Entsprechendes gilt fir die Obersumme mit dem Aufruf von proob (0,1,5). Die Programme
kdnnen auch fur die Integralrechnung eingesetzt werden.

rFi T Few |_Fz Fu FEw | _FE¥ [F7 S 1 Few | F3 ] FEw | _FBT [F7
- E Zoom | Trace |FegraphMath|Draw] - ﬁ:? - E Zoomn|Trace|Regraph|Math Drawar
-_._-_=- --:.-=
-
::‘iq
q‘*?.
Iis?
MAIN RAD ALTO FUNC MAIN RAD ALTO FLUNC
Va*xN2 STOP» f(x) prount (0,2,20) Enter proob (0,2,20) Enter
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Anlage 5

Kurzanleitung fur die ,,Schilerhand-Bestimmung“ von =«

Archimedes
(Eckenverdopplung)

Numerisches
Naherungsverfahren

GTR

Zu 2): Ti-83

1)

2)

Gib eine rekursiv definierte Folge fiir sy, in deinen Rechner

ein. Nutze hierzu den Folge-Modus: u(1) wurde hier mit

\/5 festgelegt, d. h. man geht von einem einbeschriebe-
nen Quadrat aus. u(2) berechnet somit die Seitenlange ei-

nes 8-Ecks, u(3) die eines 16-Ecks usw.

Mit diesem Programm wird = mithilfe des halben Umfangs
angenahert: 7 ~2"-s . Der Wert N gibt die Eckenanzahl

des Vielecks an, wobei N=1 fiir ein Viereck, N=2 fiir ein 8-
Eck, N=3 fiir ein 16-Eck (s. 0.) steht.

Zu 2): EL 9900

3)

4)

Gib eine rekursiv definierte Folge fir s,, in deinen Rechner

ein. Nutze hierzu den Folge-Modus: u(1) wurde hier mit

\/5 festgelegt, d. h. man geht von einem einbeschriebe-
nen Quadrat aus. u(2) berechnet somit die Seitenlange ei-

nes 8-Ecks, u(3) die eines 16-Ecks usw.

Mit v(n) wird der Umfang berechnet und die Werte von u(n)
und v(n) kdnnen mithilfe der automatisch erzeugten Tabel-

le (Table) angeschaut werden:

Flokl Flokz Flotz

aMin=1

s BRlC2-TCd—Cy
Cin=122"200
uenMinaB8L1.414 .
=

uiaMini=N
RNLE N E

FROGREAM
:Promet
iForeT,
P27 THuC
t0isF
tPause
tEnd

uﬂn}EJE—J4—uﬂn—1)2

winMin>={1.414213321}

v Buln—1 el
uinMiny={a:
WLnl=

bl uLxsl uLxsl

izl
TREEP|E . BEEYE
LZ8018|=. g1y
Afa0s|E 1z14E

L08E1Y|= . 12REE
L I

[—E—— - - ]

Cnr=%. 1483311357
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Anlage 6

Losungshinweise - Bestimmung von &

Numerisches
Naherungsverfahren

Archimedes
(Eckenverdopplung)

GTR (TI-83plus)

Zunachst muss man sich verdeutlichen, dass 7 ~2" -5, eine geeignete Naherung darstellt. Hierzu

kann die Darstellung 7 =

-8, hilfreich sein. Fir n = 1 mlssen die Seitenlangen mit 4 multipli-

ziert und durch 2 geteilt werden, da es sich beim Ausgangsvieleck um ein Quadrat handelt. In jedem
nachsten Schritt muss dann mit 2 multipliziert werden. Fir n=20 erhalt man z. B:

M=22a@
SCHRITT

1
2. 828427125
SCHRITT

e
J.851467439

2. 148331157
SCHEITT

=
3. 141277251
SCHEITT

T
F.141513881

Sx 141395153
SCHREITT

15
3. 141595152
SCHREITT

16
3.14162933

Zu 3):

Eingabe der Rekursion fur S,

Ubersicht tiber die Werte fiir s und S

T
3.1417353836%9

13
3. 141593382

Eph?)?ﬁgb?ﬂg n dewma| wdnd
:I_ll— o
Mo 08 fothe o L
Ry L
ol D e 3 T T 0 1oe0s | SoEaE
”u%ﬁ,mmg{g} h ZEEEEE -:ug'-gné'-n
il n=r
i i i FEOGEAM: FIUMFAMG
Im Programm wird die Folge u durch die Folge v =FPDT$t1HH}
tzt. Sl ] ala
ereetz 22 T T 03
i0i=sFr "SCHRITT".
T.F
iFause
tEnd
Wahlt man wieder fir n = 20, erhalt man u. a.:
S.1441158328= . 14159330% . 14139193
SCHEITT : SCHEITT {2 SCHEITT 15
S 14222363 . 141592729 S 132559664
SCHRITT SCHRITT SCHRITT

28
3.828742985
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Eine gute Ubersicht der bisherigen Ergebnisse erhalt man mithilfe der Darstellung in Listen. Hierzu ist
es notwenig, in den Kopfzeilen der Listen Folgen fur die Naherungen von = einzugeben. Die Liste PIUI
gibt den Naherungswert an, den man mithilfe der einbeschriebenen Vielecke erhalt, und PIUA gibt die
entsprechenden Werte fir die umbeschriebenen Vielecke an. Die Liste Differenz gibt den jeweiligen
Wert der Differenz der Naherungswerte an. Eingabe der Kopfzeilen: PIUI = “seq(2*T*u(T),T,1,20)%,
PIUA = “seq(2°T*v(T),T,1,20)", DIFF = “PIUA-PIUI

FIUI # |[PIUA & [DIFF ®4 |FIUI # |[PIUA & |[DIFF &Y |FIUI & |FIUA & |[DIFF &Y
z.BzB4 | 4 PRI | =416 | z.i4i6 | FEREA | zi416 | 21416 | R
FOBLE | 2137 | LZEezY >4l | 3i4i6 | L.EE-C TA4iE | 3wy | -ZE-y
=ieiy | 311826 | .0BL1E 3416 | 31416 | 3FE-B Za4i6 | 31413 | -ZE-y
*AZRE | ZAEL? | 04EiE >A4iE | 31416 | BEE-? ZAuiy | 3Ayil | 2EE-E
TAh0: | 3kl | on37o 3416 | 31416 | ZEE-7 Zi4iy | 31326 | -.00BE
*Aui% | 34z | BEE -y TA4iE | BiuiE | ZBE-? >A4E7 | 30BE7 | -0E7
=A4iE | 31418 | ZHE -y ZAui6 | BAvi6 |1BE-6 | | oo

PIFFUr =1, 1715728, |pIFFEr =5, 9148584, | pIFFOE=-1, 249793

Es wird deutlich, dass bei der durchgefiihrten Naherung nicht die erwarteten Ergebnisse, sondern of-
fensichtlich Fehler auftreten. Die inneren Naherungswerte werden zu grol3, die duReren ganz offen-

sichtlich zu klein, die Folge der Differenzen wachst ab N = 14,

Zu 4): Im Folge-Modus werden nun die neuen lterationen eingegeben und analog zu 3) die Listen er-
stellt. Nun werden die erwarteten Ergebnisse erzielt. An dieser Stelle sollte eine Beurteilung der ltera-
tionsterme durchgefiihrt werden.

FIUI # |[PIUA & [DIFF ®4 |FIUI # |[PIUA & |[DIFF &Y |FIUI & |FIUA & |[DIFF &Y
z.BzB4 | 4 PRI | z.iui6 | =.i4i6 | FEIREA | 4416 | 24416 | 1.4E-B
FOBLE | 2137 | LZEezY >4l | 3i4i6 | L.EE-C >4l | 34iE | Z.6E-0
=ieiy | 311826 | .0BL1E 3416 | 31416 | 3FE-B =416 | 31416 | BE-10
*AZRE | ZAEL? | 04EiE TA4iE | BAviE | B2E-? TA4iE | 34l | ZE-10
TAh0: | 3kl | on37o ZA4i6 | 31M16 | 23E-7 =416 | 31416 | BE-11
*Aui% | 34z | BEE -y >4l | 31416 | EHE-8 a4l | 3iuie | 1E-
=A4iE | 31418 | ZHE -y 31416 | 31416 | 14E-8 11418 | 31418 | e

PIFFCr =1, 1715728, |DIFFE) =5, 91468336, |DIFFzD =5, 9e-12
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Anlage 7

Losungshinweise - Bestimmung von &

Numerisches Archimedes
Naherungsverfahren (Eckenverdopplung)

Sharp EI 9900

Zu 3):

Eingabe der Rekursion flr S,, als v(n)

Ubersicht tiber die Werte fiir s und S

uCniini={1. 414213562}
[

2
uCniBdx TS
vinMiny={2}

L=

| wiwad | wiawd

LL I LU LU

=E

S

Jihei|e
AREEF|0. BzBYE
LEROLE(0. Z8FEE
LA8e0z|0, 19698

LBELYy[0, 0BBEZE
L4800, o481

Die Differenz sollte eine Nullfolge ergeben - aus
Rechnergrinden ist die Ausgabe um eins ver-
schoben. Ab einer bestimmten Eckenzahl wird

das Verfahren instabil.

Bemerkung:
Man kann aber genauso wie beim Ti-83 die Wer-

te in Listen ablegen und entsprechend tabellieren

lassen.

windBuio—12—uin—=12
winMina={ar

br] il uiaal
1 1.41421|c
c 0. 7eESF 0. BEBYE DS
= 0, =80i8|0. 297820,
y 0. 19a02|0. 19598|0.
c 0, 0881Y|0. 09@zE|0.
b 0. 049080 . o481 0.
Wwoni=@, 385736457

by il uiaal Hiwnd
g 0. ogiy|a. agaiy|z . S1E -7
in 0. 00?0, anzo? |z H9E -B
11 0, 00lES|0, oflEs|:  EaE -3
i: 000720, o)A SE-10
i= 0. 0oo=g IZI.IJIZII:IEHFE
14 0, 00ala)g, og)la)-9g-19

WEnT= -2, 1322545E - 160
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Anlage 8

Kurzanleitung - Bestimmung von &

Numerisches
Naherungsverfahren

Archimedes
(Eckenverdopplung)

TI1-89/Voyage 200

Kurzanleitung fur die Anwendung der numerischen

Naherungsverfahren mit einem T/-89/VVoyage 200:

Mit der Taste Mode muss zunachst der Graphikmo-
dus auf ,SEQUENCE" (,Folgen*) eingestellt werden.

m—v T T
MODE

r Fi T Fz T F=
Fage 1|Page Z|Page g
Graphiee e esennnnnn SEGUEHCE+

Curtent Fnlder.... main
D15 lay Digit=.... FLOAT &+

By sansnsnnnnns EAOIAM -+
Expnnentlal FDPmat HOREMAL +
Complex Format.... L=+
Uactor Format..... EECTAMGULAR +
* Pretty Print...... OH =+
: Enter‘—SFjIrUE ESC=CHHCEL ]

UZE £ AMD + TO OFEM CHOICE=

Nun kann man im y-Editor eine rekursive Folge ein-
geben. Damit wird sy, (u1(n)) aus dem vorherigen
Folgenglied s, (u1(n-1)) berechnet. Ganz wichtig da-
bei ist die Eingabe eines Startwertes bei ui1. Betrach-

tet man als Basis ein einbeschriebenes Quadrat, er-

halt man als Anfangsseitenlange den Wert JE .

Fe=

W TEw|_FE* |_F7
- {— Z00mM E-:Ilt < ALl|Stule FIKE'E-...T

SFLOTE

v uI:iIé—J-ft —(ulin - 131°
Wil

W2=
uiz=
3=
uiz=

EAD AUTO E

Aus dem Kreisumfang U = 2.x folgt als erster Nahe-

rungswert (n=1) fur n:

U

=

Kreis UQuadraz _ 4'\/5 _ 21 . \/5 .
2 2 2

Da man bei jeder Eckenverdopplung auch die Seiten-
anzahl verdoppeln muss, gibt also der Term u1(n)-2"
einen Naherungswert flir © vor der n-ten Verdopplung
der Eckenanzahl an. Gibt man diese Berechnungs-
formel als u2(n) ein, so werden die Naherungswerte
automatisch in TABLE tabelliert.

[ b e [ R T st efres.. | ]

SFLOTE
Flot 2iles ® wcewch
Plot 1:le O xczwc:

= z
o ul—JZ—J4—(u1(n— 111
uwil=[z
- '-,42=2n-u1(n -1y

A

17

il A
[ u2

1. . TEESGETEATS| 2, BEE4ET LT
2. . 2901 20644033, DE 14674553
. L | PEDEHEE0EE S, 1214451520
EN L O35 1 35348653, 1365484905
5. . 4SS5 TOE(3. 140331157
E. L D454 3ETEE T3, 141 27Tes1
T, L OIZETITESS 3. 1410150012
N . oc 15551555, 1415729403
n=8.

=
=
F4

RAD AUTO SER
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Anlage 9

Kurzanleitung - Bestimmung von &

Numerisches
Naherungsverfahren

Archimedes
(Eckenverdopplung)

Excel

Bestimmung der Kreiszahl Pi mit verschiedenen Naherungsverfahren

Iteration 1

Seitenlange s

1 =WURZEL(2)
=WURZEL (2-WURZEL
=A11+1  (4-B11*B11))

©CoO~NOOARWN -

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Far n=1 und n=2 sind auch die Verwendeten Formeln in den Zellen dargestellt.

1,414213562
0,765366865
0,390180644
0,196034281
0,098135349
0,049082457
0,024543077
0,012271769
0,006135914

0,00306796
0,001533981

0,00076699
0,000383495
0,000191748
9,58738E-05
4,79369E-05
2,39685E-05
1,19842E-05
5,99212E-06
2,99606E-06

Néherung 1
=POTENZ(2;$A11)*B11

=POTENZ(2;A12)*B12

2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491
3,140331157
3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346
3,141592577
3,141592633
3,141592655
3,141592645
3,141592607
3,141592911
3,141591697
3,141596554
3,141596554

Einbeschriebene Vielecke
Iteration 2
Seitenlange s

=WURZEL(2)
(2+WURZEL(4-
D11*D11)))

1,414213562
0,765366865
0,390180644
0,196034281
0,098135349
0,049082457
0,024543077
0,012271769
0,006135914

0,00306796
0,001533981

0,00076699
0,000383495
0,000191748
9,58738E-05
4,79369E-05
2,39684E-05
1,19842E-05
5,99211E-06
2,99606E-06

Néaherung 2
=POTENZ(2;$A11)*D11

=POTENZ(2;A12)*D12

2,828427125
3,061467459
3,121445152
3,136548491
3,140331157
3,141277251
3,141513801

3,14157294
3,141587725
3,141591422
3,141592346
3,141592577
3,141592634
3,141592649
3,141592652
3,141592653
3,141592654
3,141592654
3,141592654
3,141592654

Umbeschriebene Vielecke
Iteration 2
Seitenlange S

Iteration 1
Seitenldange S Néherung 1
2 =POTENZ(2;$A11)*F11 2
=4*(WURZEL(1+(F11* =H11/(WURZEL
F11/4))-1)/F11 =POTENZ(2;$A12)*F12  (1+H11*H11/4)+1)

2
0,828427125
0,397824735
0,196982807

0,0982537
0,049097244
0,024544925

0,012272
0,006135942
0,003067964
0,001533981
0,00076699
0,000383495
0,000191748
9,58738E-05
4,79369E-05
2,39684E-05
1,19842E-05
5,99213E-06
2,99606E-06

4
3,313708499
3,182597878
3,151724907
3,144118385

3,14222363
3,141750369
3,141632081

3,14160251
3,141595118

3,14159327
3,141592808
3,141592691
3,141592676
3,141592691
3,141592524

3,14159087
3,141592524
3,141600584
3,141592524

2
0,828427125
0,397824735
0,196982807

0,0982537
0,049097244
0,024544925

0,012272
0,006135942
0,003067964
0,001533981
0,00076699
0,000383495
0,000191748
9,58738E-05
4,79369E-05
2,39684E-05
1,19842E-05
5,99211E-06
2,99606E-06

Naherung 2
=POTENZ(2;$A11)*H11

=POTENZ(2;$A12)*H12

4
3,313708499
3,182597878
3,151724907
3,144118385

3,14222363
3,141750369
3,141632081

3,14160251
3,141595118

3,14159327
3,141592808
3,141592692
3,141592663
3,141592656
3,141592654
3,141592654
3,141592654
3,141592654
3,141592654




Anlage 10

Losungshinweise - Bestimmung von &

Stochastisches
Naherungsverfahren

Monte Carlo GTR (TI-83plus)

Lésungshinweise flir ein Programm zu ,Monte Carlo*:

FPROGEAM: MOMTCAREL
s Bromet H
rsedirand. I-1-M2
+ LMC =

rsedirand. J.1-H2
“+ LMCY!

0 LMCE™ 24+ LMCY "2
1+ LBETRA

Zum Programmaufbau:

N als Anzahl fur die zu erzeugenden Punkte wird
abgefragt.

Es wird jeweils eine Liste flr die x-Werte und eine
Liste fir die y-Werte zuféllig erzeugt, wobei alle Ko-
ordinaten zwischen 0 und 1 liegen.

Fir jeden so erzeugten Punkt wird der Abstand zum
Ursprung ermittelt und in die entsprechende Liste
eingetragen.

FROGEAM: MOHTCARL
iﬁ?artiLEETEHh+L

s=umt LIMT 2+H

! CH-A) Mg+
:0isFrGrarh

' Pause

:0izF "ERMITTELT

In einer weiteren Liste wird der ganzzahlige Teil des
jeweiligen Betrages - also 0 oder 1 - eingetragen.
Nun kann durch Aufsummieren dieser Liste ermittelt
werden, wie viele zufallig erzeugten Punkte inner-
halb und wie viele auRerhalb des Viertelkreises lie-
gen.

A gibt die Anzahl der auBerhalb des Viertelkreises
liegenden Punkte an. (Es entsteht ein Fehler, wenn
ein Punkt zuféllig auf dem Kreisrand liegt.)

FPROGEAM: MOMTCAREL
ssumt LIMT 2+AH

: CH-A) Mg+
:0isFGErarFrh

: Fause

:0isr "ERMITTELT
ER WERT".F

Die Anzahl der im Kreis liegenden Punkte, dividiert
durch die Gesamtzahl der Punkte, multipliziert mit 4
ergibt dann den Naherungswert fir 7.

Mit ,Dispgraph® kann ein Bild des Zufallsregens er-
zeugt werden.

Nach Driicken der ,enter“-Taste wird dann der ermit-
telte Naherungswert angegeben.

Hinweis:

Die Funktionsgleichung fiir den Viertelkreis ist vor dem Programmstart im y = Menue eingegeben wor-

den, ebenso wie die Darstellung des Quadrates. Eine passende Fenstereinstellung wurde vorgenom-

men. Auch diese ,Voreinstellungen* kdnnten noch in das Programm aufgenommen werden. Aus

Grinden der Ubersicht wurde darauf hier jedoch verzichtet.
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Anlage 11

Losungshinweise - Bestimmung von &

Stochastisches
Naherungsverfahren

Monte Carlo GTR (EL 9900)

Lésungshinweise flr ein Programm zu ,Monte Carlo*:

MONTECAR

InFut "AMNZAHL: " 2

ClrIrow

Line(H:H: S8 @2

Line(SdsE: 560,587

Line(S@s SHA Ay SA2
ineCls SH A E)
irc elHs @y SHE

For Mal.Z2

rrc IRt c B DB S
rhd IRt oB@s SRS

FrtOHC kYo

I He+Ye2568

Then

H+1=%

Elze

EndI

Hext

1]

oit
Frint "IMHERHALE:"
Frint H

Zum Programmaufbau:

Z als Anzahl fir die zu erzeugenden Punkte wird
abgefragt.
Ein Quadrat mit der Seitenlange 50 und ein Vier-

telkreis mit r=50 wird gezeichnet.

Z-mal werden Zufallskoordinaten gezogen, der
Punkt gezeichnet und Uberprift, ob er innerhalb
des Viertelkreises liegt. Dann wird der Zahler n

um eins erhoht.

Bemerkung: Vorab muss das Window entspre-
chend eingestellt werden:

Frint “PIs"

EF%ﬁiTE Xmin=0, Xmax=100, ymin=0, Ymax=50.
Des Weiteren muss das Raster ausgeschaltet
werden.

MOMTECAE

ARHZAHL =

188

AHZAHL :
186
IHHERHALE:
Ta
FI:
.12
Torne
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Anlage 12

Losungshinweise - Bestimmung des Kegelvolumens

Numerisches

Niherungsverfahren Treppenkorper GTR (TI-83plus)
= Mit dieser Eingabe einer Folge werden die Volu-
11+H 4 mina der einzelnen Scheiben ermittelt. R und H

i1 kénnen entsprechend der Aufgabenstellung fest-
sl (RE+C]1-T-1122
gelegt werden.
~2dmEHA11,. 121211

sumtsedC (Rl -T - Durch die Aufsummierung erhalt man einen ers-
% 3‘ i %?E*H*HKI 1.1 ten Naherungswert.
159, 330625
N
sUMLseyq i (F+(]1-].~ Die Berechnung der Verfeinerung gelingt schnell
??% E%E%?%}*HHSEI ? durch das Ersetzen der Zahl 11 durch die Zahl
123, 7553195 501.

sUmtseyl (Re] -]
EEE Y 2 rdH - E0E .
I.1.6680)

123, 8462581

Die Kontrollrechnung fir 599 Scheiben zeigt die

erreichte Genauigkeit.

Das Volumen des umschriebenen Zylinders be-

tragt: V,, =4>-7-11~552,92.
Es ergibt sich der gesuchte Vorschlag zur Be-

1
rechnung des Kegelvolumens: V,Qg = gG -h

Die dargestellten Verfahren lassen sich genauso im Sharp EL9900 bzw. Tl 89/Voyage umsetzen.
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Anlage 13

Erganzende Hinweise und Hilfestellungen

Solve-Befehl

Funktionszuweisung

In der Praxis werden Gleichungen haufig mithilfe moderner
Rechner gel6st. Falls du Uber einen CAS-Rechner verfiigst,
erfolgt die Berechnung exakt; bei grafikfahigen Taschen-
rechnern erhalt man auf numerischem Weg ein Ergebnis.
Die nebenstehende Abbildung zeigt den Bildschirmaus-
druck eines CAS-Rechners. Der solve-Befehl wird entweder
Uber die Tastatur eingegeben oder aus dem Algebra-Menu

aufgerufen.

R debra|c et ot Frantolciean Us| |

=3 ar x= "3
==
h=3

L] 501ue|:><2 -4 =15, X]
" zolvellsZ-a-h=1,h)
solueCl  I*Gxh=1_h2>

MAIN EAD AUTO

FUMC 2/20

Ebenso hilfreich kann es sein, die Formelsammlung aus
deinem Heft auf deinen Rechner zu Ubertragen. Was du
hier benutzt, nennen Mathematiker eine Funktion zweier
Veranderlicher. In der Abbildung siehst du dies am Beispiel
der Kegelmantelflache einmal ausgefuhrt. Vorteil: Du kannst
sehr schnell aus den gegebenen Daten den Wert fir die

Mantelflache bestimmen.

TR debra|cete ot e Franto|c1een U] |

L] n-r‘-th + r‘2 + mantelfir, k)

Oore
" mantelfid, & g-n-J13
" mantelfid, 6] 0. 6174

® soluelmantelfid, k)= 10a, k)
h =&.8793F or h= -6.87337

solvetmantelf ¢4, h>=100,h>

MAIN FAD AUTO FUMC 430

Auch bei umgekehrten Fragestellungen bist du im Vorteil. Mithilfe der solve-Funktion hast du zum Bei-

spiel die Frage, wie hoch ein Kegel mit einem Grundkreisradius von 4 cm sein muss, auf Knopfdruck

beantwortet.
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